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RESUMO

A teoria dos numeros € um campo da matematica que possui diversos problemas
em aberto. Um numero natural N é dito S-perfeito se a soma de todos os seus
divisores positivos for igual a SN, isto &, em notagdo matematica o(N)=SN. Um
problema muito antigo € o da existéncia de numeros perfeitos impares. De modo
geral, se sabe pouco sobre niameros S-perfeitos impares. Entdo, o intuito deste
artigo € demonstrar e investigar certas propriedades sobre os numeros S-perfeitos
impares, em especial, com S impar. Inicialmente, serd realizada uma breve
introducdo sobre o tema. Em seguida, ha 4 lemas que visam dar suporte e
entendimento ao leitor para demonstracdes posteriores. Logo apds, sera
apresentado um teorema que é a pedra angular do artigo. Por fim, tem-se duas
consequéncias em forma de corolarios e uma breve conclusao da discussao.

Palavras-chave: Numeros s-perfeitos, Numeros perfeitos impares, Teoria dos
nameros.

1. INTRODUCAO

A soma dos divisores positivos de N é denotada por o(N). Um numero inteiro
positivo € S-perfeito se o(N)=SN. Para S=2, é dito que N é perfeito. O presente
artigo tem como objetivo mostrar um teorema inédito e original e dois corolarios
decorrentes dele. O problema central é sobre a existéncia de numeros S-perfeitos
impares com S impar, que é uma generalizacdo do problema sobre a existéncia de
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nameros perfeitos impares. As demonstracdes dos resultados sdo dadas por
redug&o ao absurdo ou contradigdo.

Um artigo recentemente sobre temas correlatos da teoria dos numeros foi publicado
Poulkas em 2021. Seu artigo possui uma demonstracao que prova a inexisténcia de
nameros perfeitos impares. O mais interessante do artigo € que sua demonstracéo
€ simples, e se vale tdo somente da matematica elementar. O ponto central é o fato
dos divisores de N virem em pares. Além disso, sua demonstracdo se da pela
reducado ao absurdo. Se os divisores formam pares, pode-se modificar a forma como
trata-se a soma de todos os divisores positivos. De modo
oN) = (zd, +5)

que, di/ (POULKAS, 2021).

Também neste artigo, um dos pontos centrais é o fato dos divisores de N virem em
pares. Contudo, como sera demonstrado no lema [3], se N € um S-perfeito com N

o) = (Ldi+3)

e S impares, entdo N € um quadrado perfeito. Logo, !

VN

o lado direito soma duas vezes a . Entdo, o argumento necessita de uma

, pois

pequena correcdo. Esta ligeira modificacdo esta exposta no lema [4].
2. DEMONSTRAQOES

Lema [1]: seja N,S € N. Se N € um numero S-perfeito, entdo, existem pelo menos

dois numeros primos distintos que dividem N.

Demonstracdo: seja N um inteiro positivo S-perfeito, isto €, o(N)=SN, suponha-se,

por absurdo, que N=p? com p, a € N U{0} e p primo. Logo:
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OGN =p®) = 1+p+p”+ 4 p%= Y pl. (1)

ptIiop' PISN = 5p)

Contudo, , mas . Contradicéao, portanto, N tem pelo

menos dois divisores primos distintos.

Lema [2]: seja Ne N tal que N ndo é um quadrado perfeito, entdo, N tem uma
guantidade par de divisores positivos, e a soma de seus divisores positivos pode

ser dada por:

1
N
o(N) = Z dy+=
i=1 L

D = {l, dz,dg,."',dk}

Demonstragdo: seja 0 conjunto de todos os divisores
. N . N N
Vi<k, d;]N=—|N,poisN=d;-|\—|]e—€N
gl d; ] d; d;
positivos de N, entao . Ao
N
d-,i)
d, ( 74
definir , o par de divisores € bem definido. O par de divisores (1,N) é 0
N
y . . Y7
par trivial. Como N ndo é um quadrado perfeito, segue que para todo
j=k
. Portanto,
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N
oN)=1+d, +dy+-+dy=(1+N)+ -+ dk+— Zd d_' (2)

Como queria-se demonstrar. Além disso, N tem um numero par de divisores, pois

N
dj =+ —
d.
. 2 - i
ha pares distintos com para todo

|
—.
A
=

'

Lema [3]: Sejam tais que ambos sdo impares e 5= 3. Se N é um
namero S-perfeito, entao N e um quadrado perfeito.

Demonstracéo: suponha, por absurdo, que N>0 € um inteiro impar S-perfeito, mas

g(N)=SNeVN &N

ndo € um quadrado perfeito. Em outras palavras, . Entéo,

pelo Lema [2] N, possui uma quantidade par de divisores impares,

a(N) , . -
consequentemente, a(N ]e par. Mas, por hipoétese, ( )e impar, contradicao.
Portanto, N é um guadrado perfeito.

... NeN
Lema [4]: seja tal que N é quadrado perfeito, entdo, a soma de seus

divisores positivos pode ser dada por:
J
N
o(N) = Zd,; +— —/N.
i=1 :

D = {1 d2 d3 dk}
Demonstragéo: seja e ' 0 conjunto de todos os divisores

Vi <k, dj-|N=- |N pois N =d; - (d)ed—EN
positivos de N, entéo, ! ! . Ao
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(4%)

, 0 par de divisores € bem definido. Contudo, para algum j, tem-

N

se ] pois N € um quadrado perfeito. Para ndo somar duas vezes sua

d.
definir 7

raiz quadrada, basta subtrair " N apos a realizacdo da soma de todos os pares de
divisores:

N
o(N) =1+dy+d3+ - +dy = Zdi—i-d— —VN. (3)

i

Teorema [1]: ndo existe numero inteiro positivo impar S-perfeito com S impar.
Demonstracdo: seja k um numero inteiro positivo, suponha, por absurdo, que

N=2k+ 1é um numero S-perfeito com S impar, isto €, o(N)=SN com S e N

impares. Pelo Lema [3], N € um quadrado perfeito. Entdo, pelo Lema [4]:

a(N) = Zdi+; —VN =5N. (4)

Extraindo o par trivial de divisores obtém-se:

jt1 jt+1

N N
N+1-+VN+ Zdi+d— = SN = Zdi+g — (S—1N-1+VN. (5)
i=2 L =2 L
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VN 2k+1 _SEN
Pode-se substituir por em (5). Existe tal que S=2s+1, logo:

j+1 N
Zdi+d— =2sN—-1+2k+1

o Zd +— — 2(sN + k). (6)

Seja D o conjunto dos divisores positivos de N, pelo Lema [1], N ndo € primo. isso

D\{,N}# 0
implica que , isto é, 0 conjunto dos divisores positivos néo triviais de

N ndo é vazio. Portanto, pelo principio da boa ordenacao, existe um elemento em

3d; € D\(1,N}

D que é o elemento minimo, isto é, tal que para todo

d; € D\{1, N} L#] d; < d, d, = d;

com tem-se , Por convencao, . Além
. d; . d; _d
disso, € primo. De fato, se € composto, entdo existe tal que
d'ld, = d'|N d € D\{1,N d <d _ _
|42 | e, portanto, M }, mas 2 contradigéo. Extraindo
)
o par de divisores 927 obtém-se:
j1
N N
d, +—+ Zdﬁ— =2(sN + k). (7)
dy |4 d;
i=3
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_j+1 N
2i—zdi+— r € Nu {0}
Observe que " & par, entdo existe tal que
(Ziidi+2)=2r (Zdi+3) 2
' . Substituindo “por  em (7) obtém-se:

N
d, + —+ 2r = 2(sN + k)
dy

N
= dy+——=2(N+k=1) (8)
2

N
= d; —2(sN+ k—1) +d—2=0. (9)

d;
Multiplicando toda a equacéo (9) por  tem-se:

d2—2(sN+k—7)d, +N = 0. (10)

Observe que a equacéo (10) pode ser tratada como uma equacgao do segundo grau.

d;
Para descobrir o valor de , basta aplicar a formula resolutiva da equacédo do

segundo grau. Logo:
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444444

A={-2[sN+ (k—7)]}?—4-1-N

= A= 4[(sN)? + 2s(k — )N + (k — r)?] — 4N

= A= 4[(3N)2 + 23(.1:—1' —%)N + [.I{—T)z]. (11)

Portanto:

2(sN +k—1) + J4 [(sNJZ +2s (k—r —%)N-l— (k—r)z]
2

dzz

1
=:~dz=SN+k—?’i\/(sN]2+25(k—r—z—)N+(fc—r]2- (12)
s

Com maior exatiddo

dz:sN+k—r—J(sNJ2+Zs(k—r—2—ls)N+(k—r]g e~ =sN—k-—r+

J(sN]2+ ZS(k —r—z—ls)N+ (k—1)2.

Como

dy,(sN+k—1) EH{:}J[SN]2+ZS(I{—T—2—15)N+[k—’r]2 EN

(sN]2+25(k—r—;—S)N+(k—T]2

portanto, € um quadrado perfeito. Note
que:
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'''''''

(SN)2+25(I(—T—2—13)N+(R—?')2 = (sN +k —r—d,)* (13).

Caso contrario,

dz;tsN+k—r—J(sN)2+zS(k—r—2—1s)N+(k—r)z.

Além

disso:

(SN)2+25(I{—T—%)N+U¢—T)2 <(sN+k—r—d,+1)>% (14

De fato, pois:

sN+k—1r—+(sN+k—-r—d,+1)2=d,—1.(15)

1
sN+k—1— (SN]E-FZS(R—T—E)N-I- (k —1)? =d,.(16)

Subtraindo a equacéo (15) de (16), tem-se:

1
\/(SN+k—r—d2+1)2—l(sN)2+23(k—?‘—E)N+(k—:r)z =1
1
= (SN]2+ZS(I{—T—£)N+(R—T]2{:(sN+k—‘r—d2+1)2. (17)
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. —_ = — = — = — —_ .
Por comodidade, dy +1 Xo d; xg—1 Logo:
1
(SN]2+Zs(k—r—E)N+(k—r]2 <(sN+k—1—xp)?
1
= (sN)?2 + Zs(k —?’—Z)N+ (k —1)% < (sN)? + 2s(k — 1 — xp)N + (k — 1 — xp)?
1
= ZS(k—T —E)N—I— (k —1)% <2s(k—1r—x)N + (k — 1 — x)?
= 2s(k—1)N+(k—1)2—N < 25(k —1)N — 2x¢5N + (k — 7 — x5)*
= (k—1)2 —N< —2xsN + (k—r —xy)?
& (k—1)2—N< —2xpsN + (k—1)? — 2xy(k — 1) + x3
& —N < —2xysN — 2x5(k — 1) + x5
< N> 2xy(sN+k—71)—x3. (18).
Por outro lado,
1
(sN)? +2s(k—r =2 )N+ (k=12 = (N+k—71—xg— 1)?
25 . Logo:
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.
v Y,
CN S

o

v ¥ Ll

(SN]z-i-ZS(k—T—%)N-FUC—T]z
= (N2 +2s(k—1—x9— DN+ (k—7 — x5 — 1)?
= 2s(k—71IN+(k—71)>—N=2s(k—7r)N —2s(xg + DN + (k — 1 — x5 — 1)?

=(k—-1>—-N=-2s(xg+ N+ (k—1—2x5—1)?

S (k—-1)2-N=-2s(xg+ 1N+ (k—1)% = 2(xg + D(k — 1) + (xg + 1)?
= —N=—-2s(xg+ 1)N — 2(xg + 1)(k — 1) + (x5 + 1)?

= —N = —2sxgN — 25N — 2xo(k — 1) — 2(k — 1) + (xg + 1)?

& —N = —-2xg(sN +k —1) —2(sN + k — 1) + (xg + 1)?

= —N=-2xsN+k—1)—2(sN+k—1)+x5+2x,+ 1

& —N=[-2xg(sN+k—1)+x3] —2(sN+k—71)+2x5+ 1

= N=[2xy(sN+k—1)—x31+2(sN+k—71)—2x,— 1. (19)

N > 2xq(sN +k —1) — x§ 3
Porém, , como demonstrado na equacédo (18).

Consequentemente, 26N +k—1)=2x—-1< 0 portanto:

26N+ k—71)—-2xp— 1< 0(20)

dy + = 2(sN + k—1)

A equacéo (8) diz que substituindo em (20), obtém-se:

N
dy+——2x,—1<0. (21)
d
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X o
Substituindo " ° por da 1, em (20), tem-se:

N
dy+——2(dy—1)—1<0
d;

N
ody+——2d,+2—-1<0
dp

N
= ——d,+1<0.(22)
d;

Xsdy=2—d, >0 G, +1>1>0
Contudo, 9z dz dz . Contradicéo,

N
——d,+1<0
pois, em (22), tem-se Az . Portanto, ndo existe N inteiro positivo e

impar S-perfeito com S impar.

Como observagdo: seja o conjunto M tal que IEM, entao

xz:w(sN)z+23(k—r—i)N+(k—r)zex::»U M=+
28 . Note que e

que

M={GN+k—r—d;+ 12 ~-ON+k—7) GN+k—7r+1)%-}

Mé@N+k—r—dy+1)2 N\M % 0

. O elemento minimo de Além disso,
Corolario [1]: a soma dos inversos dos divisores positivos de N ndo pode ser impar

se N também é impar.

Demonstracéo: suponha, por absurdo, que a soma dos inversos dos divisores
positivos de N impar € impar. Entéo:
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1 1 L SN 23)
—+—+ -+ +—=2x+ :
dl dZ dk—l dk

d;

d;i .
Com x,k € N u{0} . Por outro lado, para cada ', existe um tal que:

N

N
N=dldj =}di:_ =

=

1
d;

S

(24)

Aplicando o conceito exposto na equacdo acima e utilizando a propriedade

comutativa da divisdo, segue que:

dl dz dk—l dﬁ.’
— 4t +—=2x+1
NN N "N
di+ds 4+ +dy i +d

i 5 aine Sl S, PV |

=o(N)=2x+ 1)N (25).

O que € uma contradicdo com o Teorema [1]. Portanto, a soma dos inversos dos

divisores positivos de N ndo pode ser impar se N também €& impar.

Corolario [2]: a soma dos inversos dos divisores positivos de N ndo pode ser um

N:nz , n eN

inteiro positivo se com N impar,
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Demonstracéo: suponha, por absurdo, que a soma dos inversos dos divisores

. , L . — p2 . L
positivos de N € um inteiro positivo com N=n"eN impar. Pelo corolario [1],

sabe-se que essa soma nado pode ser impar. Portanto, precisa ser par. Logo:

- + ! + -+ ! + 2 (26)
R JR— - _ = X .
dy ds -1 dp
dj
x, k eN U {0} d;
Com . Por outro lado, para cada , existe um  tal que:
N 1 dj-

Aplicando o conceito exposto na equacao acima e utilizando a propriedade
comutativa da divisédo, segue que:

dl dE dk—l dk

—+—+ -t ——+t—=2

N N N N
=

N

= 2x

;‘*d1+d2+"'+dk_1+dk= 2xN

= o(N) =2xN (28).

Portanto, a soma dos divisores positivos de N € par. Mas isso € um absurdo, pois a

soma dos divisores positivos de um quadrado impar é impar. Consequentemente,
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a soma nao pertence aos inteiros positivos, visto que todo nimero inteiro ou € par

ou é impar.
3. CONSIDERACOES FINAIS

Os resultados apresentados sdo inéditos e originais. A teoria dos numeros € famosa
por conter problemas de facil entendimento, mas extremamente dificeis de
demonstrar. Tais problemas séo fantésticos, principalmente quando as soluc¢des
sdo, de certa forma, simples, por usar matematica elementar, mas de extrema

elegancia.

O ponto central do artigo é investigar a existéncia de nUmeros naturais impares e
S-perfeitos com S impar. Pelo Teorema [1], € provado que tais nUmeros com essa
propriedade ndo existem. A demonstracdo se vale de um artificio que € somar os
N
d i
. : ty : o N : ;
divisores por pares do tipo e realizar uma ligeira corregéo, pois N é um

quadrado perfeito.

Além disso, ha duas consequéncias decorrentes do Teorema [1]: a primeira € que
a soma dos inversos dos divisores positivos de N ndo pode ser impar se N também
€ impar. Em outras palavras, tal soma s6 pode ser um inteiro par ou um racional. A

segunda consequéncia € que a soma dos inversos dos divisores positivos de N nao

N = n2 n eN

pode ser um inteiro positivo se com N impar, . Sao racionais e ndo

inteiros. Resultados impressionantes e de cunho teorico.
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